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RESUMEN

El analisis de eigenvalores o eigenanalisis es una técnica matematica, descrita dentro del alge-
bra lineal, con utilidad en distintas ramas de la ciencia. En este trabajo se hizo la revisién para
dos casos especificos, en los cuales esta técnica matematica tiene connotaciones e interpreta-
ciones diferentes. En el primer caso —el analisis de diversidad biolégica—, se revisaron los
tres analisis factoriales principales: en componentes principales, en coordenadas principales
y de correspondencias. En todos se dio una interpretacion similar: representar en un plano
euclidiano la variabilidad de m unidades experimentales con 1 variables evaluadas, donde se
ocupan tanto los eigenvalores como los eigenvectores. En el segundo caso —la estabilidad de
reactores biologicos—, se analizan los eigenvalores de la matriz de estado del biorreactor para
definir e interpretar su estabilidad. Esta revisién ofrece una lectura complementaria sobre el
uso e interpretacion del eigenanalisis para estudios de diversidad bioldgica y estabilidad de

biorreactores.
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ABSTRACT

Analysis of eigenvalues or eigenanalysis is a mathematical technique, which is part of linear
algebra, and which can be applied to different branches of the science. This article, reviews
two specific cases where this mathematical technique has different connotations and interpre-
tations. In the first case, the biological diversity analysis, the three main factorial analysis were
examined: Principal component analysis, principal coordinate analysis, and correspondence
analysis. All of these analyses have a similar interpretation: to show the variability of m exper-
imental units with #» traits in a Euclidean plane, where both eigenvalues and eigenvectors are
used. In the second case, in the stability of biological reactors, the eigenvalues of bioreactor
state matrix were analysed to define and to interpret the bioreactor stability. This review offers
a complementary reading about the use and interpretation of eigenanalysis for studies on bio-

logical diversity and on bioreactors stability.
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INTRODUCCION

El uso de métodos estadisticos multivariados es
utilizado en distintas ramas de la ciencia, desde las
bioldgicas (e. g. genética poblacional), las agrondmicas
(e. g. caracterizacion de germoplasma), la ingenieria
(e. g. estabilidad de reactores), hasta la economia (e.
g. econometria) y la sociologia (e. g. caracterizacion
de poblaciones). Estos métodos se basan en un solo
analisis a partir de un numero n de variables de
respuesta, medidas en m unidades experimentales,
con el objetivo de tratar de comprender sistemas mul-
tifactoriales (Johnson 1998); cabe sefialar que todo lo
anterior es necesario entenderlo a través del algebra
de matrices como elemento basico de analisis (Searle
2006).

Dentro de los métodos multivariados, destacan los
analisis basados en eigenanalisis, los cuales reciben su
nombre de acuerdo con la matriz inicial que se quiera
analizar. Estos factorizan matrices cuadradas en una
matriz con dimensionalidad reducida, lo que permite
llegar a conclusiones aun con matrices de datos de
gran tamano (Johnson 1998; Hair et al. 2001).

Con base en lo anterior, en la presente revision se
tiene como objetivo hacer una recapitulacién, mediante
marcos tedricos y ejemplos, del uso e interpretacion
que tiene el eigenanalisis en estudios de diversidad
bioldgica —en este caso, llamados analisis factoriales—
y en el estudio de estabilidad de biorreactores en bio-
tecnologia. Debido a que en articulos recientes en estas
areas se ha observado que existen dudas para la in-
terpretacion de la prueba. Ademas, son dos areas con
interpretaciones contrastantes, lo cual ocasiona que,
aunque se tenga el mismo principio matematico, no se
obtenga la misma interpretacion.

MARCO TEORICO

El analisis de eigenvalores o eigenanalisis se basa en la
factorizaciéon matricial de la matriz 4 = [al.].], mediante
un procedimiento estandar en algebra lineal, con una
matriz A de tamafio n x 1, a la cual se le obtiene una
ecuacion caracteristica al calcular el determinante de la
matriz original menos su matriz identidad, también de
tamafio n x n, multiplicada por un escalar A e igualada
a cero [1] (Searle 2006).
det(A-AI)=0
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Donde A € R™" es la matriz de coeficientes numéricos o simbdlicos
del problema en estudio; I € R™" es la matriz identidad, y A es un
escalar.
Donde las n raices que resuelven la ecuacion [1] (A)
son conocidas como eigenvalores, también llamados
valores propios o valores caracteristicos de la matriz
A, y donde cada uno de estos eigenvalores (1) esta
asociado a un eigenvector (u), ya sea de filas o de
columnas, el cual se calcula de la siguiente manera [2]
(Searle 2006).

A-ADHu=0 2
Donde A4 € R™" es la matriz de coeficientes numéricos o simbdlicos
del problema en estudio; I € R™ es la matriz identidad; A, es el
eigenvalor i de la matriz 4, y A,€ R" es el eigenvector del eigenvalor

i, ya sea de filas o de columnas.

Los eigenvectores (1)) forman una matriz n x 1, y esos
eigenvectores muestran la aportacion de cada uno de
los elementos de la matriz 4 al eigenvalor, ya sea de
filas o columnas (Searle 2006).

En este trabajo, para ejemplificar este pro-
cedimiento se utilizarda una matriz de tamafio 2 x 2, es
decir, A= [aij] ER*™conA,i=1,2

Suposicion 1. Si la matriz A es de rango completo,
es decir, sus filas y sus columnas son linealmente inde-
pendientes, entonces el rango de la matriz A, rango(4),
es igual a n; en este caso, igual a dos (rango(A) = 2).

Ahora considere el supuesto de que la matriz 4 [3] es
una matriz numérica como sigue:

_[%1 G211 ,[1 05
4= [a21 azz] - [0.5 1 ] 3
Y la matriz identidad (I) multiplicada por un escalar
A es
_,J1 01_4 O
’”_’1[0 1]_[0 A] 4

Por lo que se aplica la operacion 4 - AT

i T Y S

Que, para el ejemplo, quedaria
_[1 05]_[2 0_[1—-1 05
A== [ 1 ] [o yln [

0.5 05 1-— /1] ba

Peria-Caballero et al.
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Acto seguido, se obtiene su determinante

-1
det(A - A1) = det |11 2= (@ = D@z = H - (@) (@)
a2 Ay — A 6
= 1* = Aay; + azz) + (a11)(azz) — (az)(az1)
=22 — A trz(A) + det(A4)
Donde se demuestra de [6] que det(A) =a,a,,- a,a,,y trz(A) =a,, +a,,
Para el ejemplo, se obtiene lo siguiente:
det(A - AI) = A%- A trz(A) + det(A) = A2- (1 + 1)A +[(1)(1) - (0.5)(0.5)] = A2-2A +0.75 6a

Donde, al aplicar la ecuacién [1], se obtiene la ecuacién
caracteristica de la matriz A; ahora se resuelve la
ecuacion [6a], y las raices que resuelven a A, son los
eigenvalores, por lo que se puede demostrar facilmente
que las soluciones de A, y A, obtenidas mediante la
siguiente ecuacion [7],

trz(A) + \/trz(A)? — 4 - det (A)
ﬂ-i = ) L=

1,2 7

al aplicar la ecuacion [7], se tienen para este ejemplo las
raices A =1.5y A,=0.5.

Ahora, a partir de estos eigenvalores, se obtiene un
eigenvector para cada uno de ellos al aplicar la ecuacién
[2], mediante el siguiente procedimiento.

(@11 — )Xy + a12X, =0

az1 X1 + (a2 —A)X; =0 8

Donde u, es el eigenvector del eigenvalor i (1) y del
cual se genera el siguiente sistema de ecuaciones, lo
que da la posibilidad de encontrar los valores (X, y X,)
de ese eigenvector

AV — a;; — 4 azq X1]_ 0
(4 - ADu; = [ gz Qpp — /li] X2l [0]

Donde X, y X, son las caracteristicas de filas o columnas
de la matriz A.

Para el caso de ejemplo, se empezara con A,=1.5, donde,
aplicando la ecuacion [8], se obtiene lo siguiente

(1-15) 05 Hxl] _ [8] .

M=thDu =" 5" 1 _15]lx,

y se alcanza el siguiente sistema de ecuaciones

0.5X; —0.5X, =0 9a
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el cual, al ser resuelto, se encuentra que
w = [1] 9b
7

Para el caso de A =0.5, se tiene lo siguiente:

a-nau= [0 0% Mgl il =lol e

y se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

0.5X, + 0.5X, = 0 o
Al resolverlo, se encuentra que
_I1

U; = [_1] 9d

Encontrar eigenvalores y eigenvectores tiene diversos
usos en las distintas ramas de las ciencias agricolas
—como caracterizacion de germoplasma, taxonomia
numeérica, andlisis nutrimental, entre otros— y en
la biotecnologia —estabilidad de reactores, analisis
de bifurcacién y oscilacion de sistemas, control
para técnicas de desacoplo, andlisis y correccion de
imagenes, entre otras—, lo que también se traduce en
que tengan diferentes interpretaciones, dependiendo
de la matriz A que se someta a esta factorizacion y el
uso e interpretacion especifico dado a los eigenvalores
y eigenvectores en cada una de estas dreas.

UsO E INTERPRETACION DEL EIGENANALISIS EN
ESTUDIOS DE DIVERSIDAD BIOLOGICA

Una de las técnicas estadisticas mas utilizadas para
la caracterizacién de germoplasma son los andlisis
factoriales (Nufiez-Colin y Escobedo-Lépez 2014),
que son diversos métodos ubicados dentro de lo que
se conoce como estadistica multivariada, y que estan
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basados en el eigenanadlisis (Johnson 1998); éstos son
utilizados principalmente para condensar o reducir
informacién contenida en una serie de variables
originales en una serie mas pequena de dimensiones
compuestas o valores tedricos nuevos (factores), con
una minima pérdida de informacién, para tener una
representacion geométrica de las unidades expe-
rimentales, las variables originales o ambos, y poder
elucidar sus parecidos y diferencias o sus correlaciones
(Hair et al. 2001; Ntfez-Colin y Valadez-Moctezuma
2010; Nunez-Colin y Escobedo-Lopez 2014).

Los analisis factoriales mas utilizados son los
descriptivos —Illamados asi, por no contar con
pruebas de hipotesis estadisticas exactas o intervalos

como el Analisis en
(ACP),
Coordenadas Principales (ACooP)y el Analisis Factorial

de confianza estadisticos—
Componentes Principales el Analisis de
de Correspondencias (AFC), que deben utilizarse de
acuerdo con el tipo de datos que se evaluaran, prin-
cipalmente en su naturaleza estadistica (Nunez-Colin
2010;
Escobedo-Lépez 2014). Aunque estos tres métodos es-

y  Valadez-Moctezuma Nufez-Colin  y
tadisticos tienen su base en el eigenanalisis, la matriz
A utilizada en la factorizacion en eigenvalores y ei-
genvectores, previamente descrita, es diferente; por
lo que se explicara cada uno de ellos por separado,
aunque su interpretacion tiene el mismo principio
(Johnson 1998; Nunez-Colin y Valadez-Moctezuma
2010; Nunez-Colin y Escobedo-Lopez 2014).

ANALISIS EN COMPONENTES PRINCIPALES
ACP)

El ACP se basa en factorizar los eigenvalores y los ei-
genvectores de la matriz de varianzas y covarianzas
estandarizadas —matriz de correlaciones momen-
to-producto de Pearson— de n variables de respuesta
aplicados a m individuos, siempre y cuando todas las
variables tengan o tiendan a tener una distribucién
normal (Johnson 1998).

La matriz momento-producto de Pearson (p) es
simétrica, con una diagonal principal con todos sus
elementos con valor de 1; por tanto, la traza de la
matriz es igual a n (trz(p) = n) y representa la varianza
total (Johnson 1998; Searle 2006). Mientras tanto, los
otros elementos toman valores entre -1 y 1 (-1 < r,<1)
(Johnson 1998).
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Bajo estos supuestos, la matriz de entrada A queda
definida de la siguiente manera

1 1y o 1y
|z 1 Th2
p= : : 10
"in T2n 1

Donde:r;=r,y-1<r<L.

Al someter a la matriz p, de tamafio n x n, a
eigenandlisis se obtienen n eigenvalores, todos
positivos, los cuales se ordenan de mayor a menor,
dandole el nombre de primer componente principal
al de mayor eigenvalor; el de segundo, al que le siga
en magnitud, y asi, sucesivamente, hasta el eigenvalor
n (Johnson 1998; Nurfiez-Colin y Barrientos-Priego
2006; Nunez-Colin y Escobedo-Lopez 2014); la
suma de los eigenvalores es la traza de la matriz
(trz(p) = n) (Searle 2005) y se le considera la varianza
total, por lo que a cada eigenvalor se le obtiene el
porcentaje que acumula con respecto a la suma total
de los mismos; asi, entre mas alto sea su eigenvalor,
mayor varianza explica. Una vez ordenados los ei-
genvalores de mayor a menor, y con el porcentaje
de varianza aportada por cada componente, se
determina la varianza acumulada, para poder
explicar la maxima variaciéon en pocas dimensiones
(Nunez-Colin y Barrientos-Priego 2006; Nufiez-Colin
y Escobedo-Loépez 2014). El andlisis es mads preciso
cuando se acumula mas de 50% de la varianza total
al tercer componente, donde se puede tener una re-
presentacion bi o tridimensional (Nufiez-Colin y
Barrientos-Priego 2006).

Los eigenvectores asociados (#) a cada eigenvalor
en el ACP se correlacionan con las variables originales
para conocer cudles de ellas estan relacionadas con
cada componente principal y determinar las variables
principales, que son aquellas de mayor variacion.
Estos eigenvectores (u) se utilizan para hacer una
proyeccion de las m unidades experimentales o
individuos, utilizando las siguientes consideraciones:

La matriz basica de datos M es una matriz con
m individuos y n variables de respuesta, donde cada
individuo es un vector (I)) con n elementos Yje; @ esta
matriz es a la que se le obtiene p, de tamafo n x 1, con
n eigenvalores, cada uno de ellos con su eigenvector
asociado (u,) con elementos x,; después, se multiplican

Peria-Caballero et al.
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los vectores para obtener el valor de proyeccién del
jesimo individuo en el iesimo componente principal

’

Xi1 n
r
Ly |
L-ui=[Yn Yjp Yim] |72 = E ik * Xik 11
Y k=1
Xin

Con estos valores, los individuos son proyectados en
planos de dimensionalidad reducida, para buscar el
parecido con base en la distancia que generen entre
ambos puntos.

Para ejemplificar el uso de esta técnica, se
utilizaran datos de una caracterizacion bioquimica
de 12 variedades de sorgo blanco (Sorghum bicolor
L. Moench),
(Chiquito-Almanza et al. 2016). La matriz de correlacion

mediante 6 variables bioquimicas
(p) se describe en el Cuadro 1.

A estamatriz sele sacan sus eigenvalores utilizando
las ecuaciones [1] y [7], donde la suma de estos ei-
genvalores es la traza de p (trz(p)=n). La correlacién
[10] se ve como una matriz de varianzas y covarianzas
estandarizada, por lo que la diagonal principal de la
matriz representa las varianzas estandarizadas de cada
una de las variables. Cabe recordar que un dato es-
tandarizado se obtiene de la siguiente manera:

Zi:w 12

Sx

Donde Z, es el valor estandarizado de x; x, es el iesimo valor de la
variable x; x es el valor promedio de la variable x, y S_es la desviacion

estandar de la variable x.

Lo que hace que cada variable tenga una distribucién
normal estandar, que presenta media igual a
cero y varianza igual a uno (¥ =0 y S3 =1), por lo
que la diagonal principal son las varianzas es-
tandarizadas —con todos los valores igual a 1— y
los demas datos las covarianzas estandarizadas; de
esta manera, el andlisis parte de que las variables
tienen el mismo peso en la varianza final de p.

Al ordenar los componentes principales (CP), que
estan ordenados por su maxima variacion, se ve
la importancia de cada uno de ellos, con base en la
proporcion de varianza que explican. En este caso, el
primer CP explica 40.9786% de la varianza total; el
segundo explica 30.2027% y el tercero 21.3312%. Entre
los tres, acumulan 92.5125%, porlo que eslaexplicacion
que puede verse en un plano tridimensional, es decir,
lo que ojo humano puede interpretar de facil manera
(Cuadro 2).

Cuadro 1. Matriz de correlaciones (p) de doce genotipos de sorgo dulce mediante seis caracteristicas bioquimicas (Chiquito-

Almanza et al. 2016).

Variable Proteina total Rendimiento Proporcion Rendimiento Proporcion Digestibilidad
de kafirina de kafirina  de lisina de lisina
Proteina total 4 599, 0.6076 -0.5585 -0.0815 -0.4778 0.1672
Rendimiento
.. 0.6076 1.0000 0.3124 -0.0804 -0.3338 0.1448

de kafirina
Proporciénde 5505 0.3124 1.0000 0.0043 0.2154 0.3811
kafirina
Rendimiento

.. -0.0815 -0.0804 0.0043 1.0000 0.9131 -0.4881
de lisina
Propordiénde ) 47mg -0.3338 0.2154 0.9131 1.0000 -0.3719
lisina
Digestibilidad -0.1672 0.1448 0.3811 -0.4881 -0.3719 1.0000

Peria-Caballero et al.
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Cuadro 2. Eigenvalores de la matriz de correlaciones (p) de doce genotipos de sorgo dulce mediante seis caracteristicas

bioquimicas (Chiquito-Almanza et al. 2016).

Ccp Eigenvalor (A) Proporcion de la varianza Varianza acumulada
1 2.4587 40.9786 40.9786
2 1.8122 30.2027 71.1813
3 1.2799 21.3312 92.5125
4 0.4444 7.4067 99.9192
5 0.0039 0.0643 99.9836
6 0.0010 0.0165 100.0000
Suma  6.0000 100.0000
Donde la proporcién de la varianza es calculada como %S? = (ZZS; li) - 100.

Acto seguido, se calculan los eigenvectores de cada CP, teniendo lo siguiente para el ejemplo (Cuadro 3).

Cuadro 3. Eigenvectores de los tres primeros Componentes Principales (CP) de doce genotipos de sorgo dulce mediante seis

caracteristicas bioquimicas (Chiquito-Almanza et al. 2016).

Variable CP1 CP2 CP3

Proteina total 0.5760 0.7463 0.2902
Rendimiento de kafirina ~ 0.5255 0.0960 0.8424
Proporcién de kafirina -0.1290 -0.8070 0.5280
Rendimiento de lisina -0.8240 0.3195 0.3999
Proporcién de lisina -0.9646 -0.0120 0.2175
Digestibilidad 0.4741 -0.7017 -0.0050

En negritas estan los valores con mayores correlaciones entre el CP y las variables originales

Los eigenvectores deben entenderse como la
aportacion de cada variable a dicho componente, y
se interpretan como una correlacién; es decir, valores
iguales o cercanos a cero significan que no hay relacién
significativa entre esta variable y el componente;
valores cercanos oiguales a 1, significan una correlacién
positiva, y valores cercanos o iguales a -1 significan
una correlaciéon negativa. No importa qué tipo de
correlacion tenga, por lo que se seleccionan valores
cercanos o iguales al valor absoluto de uno (I11).

En el ejemplo, las variables rendimiento y proporcion
delisinasonlas masimportantes en el CP1y presentan una
correlacion negativa. En el CP2, fueron importantes las
variables proteina total (correlacion positiva), proporcion
de kafirinas y digestibilidad (ambas con una correlacién
negativa). Finalmente, en el CP sélo fue importante la
proporcion de kafirinas, con una correlacién positiva.

Posteriormente, se genera una proyeccion de los
genotipos en los primeros tres CP, al multiplicar el
eigenvector por los datos de cada genotipo (aplicando la
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ecuacion [11]); se debe tener cuidado de utilizar los datos
estandarizados de cada genotipo, para evitar sesgos por
las unidades en las que esta cada variable. Para el ejemplo,
se tiene lo siguiente (Figura 1).
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Figura 1. Proyeccion de los doce genotipos de sorgo dulce
en los primeros tres Componentes Principales (elaborada
con base en Chiquito-Almanza et al. 2016).

Peria-Caballero et al.
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La interpretacion de este grafico (Figura 1) es que
entre mas cercanos estén los puntos, mas parecidos son
los genotipos, y entre mas alejados, mas diferentes. Si
estan en el lado positivo del CP1 (en nuestro ejemplo
con correlaciones negativas), tendran bajo valor en la
proporcién y rendimiento de lisina; ocurre lo contrario
con los que se encuentren ubicados en la parte negativa
del CP1. Si la correlacion fuera positiva —como en
el caso del CP3 de nuestro ejemplo—, significa que
si estan en la parte positiva del CP3, el valor de la
proporcién de kafirinas fue alto, y si estan ubicadas
en la parte negativa del CP3, entonces presenta bajos
valores de proporcion de kafirinas.

ANALISIS EN COORDENADAS PRINCIPALES
(ACooPD)

El Analisis en Coordenadas Principales se obtiene al
generar los eigenvalores de una matriz de indices de
similitud, la cual se centraliza con la distancia de Gower
(1966); los eigenvectores de dicho analisis sirven como
coordenadas de las unidades experimentales en planos
euclidianos, y las variables sélo son para obtener
los indices de similitud, a diferencia del Analisis en
Componentes Principales. Por tanto, este analisis s6lo
sirve para tener una representacion de las unidades ex-
perimentales y comparar su comportamiento con otros
analisis clasificatorios como el analisis cluster.

Los indices de similitud —matriz de entrada de
este analisis— siguen el siguiente principio descrito

por Nufiez-Colin y Escobedo-Loépez (2011). Suponga
dos unidades experimentales a las que se les ha sacado
datos binarios; las combinaciones de comparaciéon
posibles se muestran en el Cuadro 4.

Cuadro 4. Tabla de posibilidades y codificacion base de
los indices de similitud utilizados en caracterizacion de
germoplasma.

Individuo j
1 0
Individuo i 1 a b
0 c d

Donde a es que los dos individuos tengan presente la
misma caracteristica; b es que el primero la presente
y el segundo no; ¢ que el segundo presente la ca-
racteristica y el primero no, y d que ambos carezcan de
esta caracteristica.

A partir de esto, se calcula m, que es la suma entre
ayd (m=a+d), es decir, la suma de las concordancias,
tanto de presencia como de ausencia; u, que es la suma
debyc(u=b+c), es decir, la suma de las discordancias,
y 1, que es el nimero total de caracteristicas evaluadas,
es decir, la suma de las concordancias y las dis-
cordancias (n = m + u). Estas codificaciones se utilizan
en la actualidad, a nivel mundial, en los articulos re-
lacionados con la teoria y el desarrollo de estos indices;
a partir de esta codificacion, tenemos las siguientes
férmulas (Cuadro 5).

Cuadro 5. Indices de similitud mas utilizados.

Nombre del Coeficiente Formula Autor

Simple Matching* % Sokal y Sneath (1963)
Jaccard = 7] Jaccard (1908)

Dice L Dice, (1945); Nei y Li (1979)
Phi =5 (:‘fd; (bi —— Sokal y Sneath (1963)
Kulczynski 1 2 Kulczynski (1927)
Kulczynski 2 e b)u+ =) Kulczynski (1927)
Hamann* m; = Hamann (1961)

Roger y Tanimoto* (nilu) Rogers y Tanimoto (1960)
Russel y Rao ; Russel y Rao (1940)
Ochiai J@+ha+o Ochiai (1957)

Yule e Yule (1911)

* Estas férmulas aceptan datos cualitativos nominales.
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Cada uno de estos indices fueron desarrollados
para fines especificos; por ejemplo, Simple matching
(Sokal y Sneath 1963) fue desarrollado para analizar ca-
racteristicas evaluadas a partir de claves taxonomicas
dicotomicas, en donde un ejemplar podia o no tener
ciertas caracteristicas y en raros casos se presentaban
mas de dos posibilidades de respuesta; ésta es la razén
por la cual este indice si permite datos cualitativos
nominales. Sin embargo, si lo que se va a analizar son
matrices binarias de presencia/ausencia de fragmentos
de huellas gendmicas, obtenidas por electroforesis, el
indice mas adecuado es la férmula desarrollada por
Dice (1945). Aunque creado originalmente con fines
de comparacion de nichos ecoldgicos, Nei y Li (1979)
demostraron —mediante desarrollos matematicos—
que era el indice mas congruente para la clasificacion de
este tipo de caracteristicas, debido principalmente a que
una concordancia por doble ausencia de un fragmento
puede no deberse a la misma razon, es decir, no es una
concordancia (Nufiez-Colin y Escobedo-Lépez 2011).

La matriz obtenida es simétrica en tamafio m x m,
donde m es el nimero de unidades experimentales en
estudio, y los valores dentro de la matriz (ai].) estan en
el rango de valor entre 0 y 1, por lo que es necesario
centralizarla —o doble centralizarla para ser preciso—,
para lo cual se ejecuta la siguiente formula:

61‘]': ;- a,- a_j+7 13
Donde 6, son los elementos de la iesima columna y la jesima fila
de la matriz doble centralizados; a; son los elementos de la iesima
columna y la jesima fila de la matriz; @, es el valor promedio de la
iesima columna de la matriz; a; es el valor promedio de la jesima
fila de la matriz, y @ es el promedio general de todos los valores de
la matriz.

Estos valores pueden ser positivos o negativos,
lo que —segin Gower (2005)— hace una re-
presentacion euclidiana aproximada al someterse a ei-
genanalisis, donde los eigenvectores funcionan como
las coordenadas de cada unidad experimental en un
plano bidimensional o tridimensional; se considera a
la primera coordenada la de mayor eigenvalor (eje X),
y a la segunda la siguiente en eigenvalor (eje Y), y asi
sucesivamente. A diferencia del ACP, en el ACooP la
proporcién de cada uno de los eigenvalores en relacién
con la suma total de los mismos no es tan importante
como lo es la comparacién de resultados con analisis
clasificatorios, como el Andlisis Claster, donde se
tiene una representacion en un plano euclidiano de las
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unidades experimentales y se observa el parecido entre
ellas mediante la distancia que presentan.

ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS (AFC)

El Analisis
simplemente Analisis de Correspondencias, se hace a

Factorial de Correspondencias, o
partir de matrices rectangulares 7 x m1; al no ser matrices
cuadradas, es necesario hacer una transformacion en
una matriz de Burts, es decir, una multiplicaciéon de la
matriz por su matriz transpuesta para poder obtener
los eigenvalores.

A, =A-A" 14

Donde Ae R™ y A,  €ER"™ o A, € R™" dependiendo de sim o

Burts Burts

n otorgan el menor rango a la matriz.

Pero, para los eigenvectores, éstos se basan en la
obtencién de una distancia x? —en lugar de la distancia
euclidiana—, en nubes de puntos tanto de fila como de
columna (Montenegro y Pardo 1996).

La distancia euclidiana [15] y la distancia x2 [16] se
calculan mediante las siguientes expresiones:

n
dij = Z(xki - xkj)z 15
=1

2

n
Z 1 (% Xij 16
Xk \ X.{ X.j

k=1

dij =

Donde di’. es la distancia entre los individuos 7 y j; x,; es el dato de
la variable kesima en el individuo iesimo; x, es el promedio de la
variable kesima en todas las unidades experimentales, y x, es el
promedio de todas las variables en el individuo iesimo.

Al AFC se le denomina simple o maultiple,
dependiendo de si se basa en la tabla de contingencia de
dos variables con ntimeros efectivos (simple) o de si se
fundamenta en datos de muchas variables de respuesta
y muchas unidades experimentales (Montenegro y
Pardo 1996). Al aplicar la ecuacién [16], se debe cuidar
que todos los datos estén en las mismas escalas, para
evitar sesgos, pues por la formula de la distancia x?
[16] no es posible estandarizarla, porque los promedios
por variable (X, ) serian cero (Nufiez-Colin et al. 2004;
Nufiez-Colin y Valadez-Moctezuma 2010).

Este analisis tiene exactamente la misma in-
terpretacién que se le da al Analisis en Componentes
Principales, pero, en lugar de proyecciones, se tienen

Peria-Caballero et al.
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datos de eigenvectores para filas y para columnas
(variables y unidades experimentales), lo que permite
tener una menor cantidad de calculos.

No obstante, la interpretacion de este analisis es
totalmente andloga al ACP, s6lo que, en lugar de ei-
genvectores para las variables y proyecciones con
variables estandarizadas, en el AFC se ocupan los
eigenvectores para variables y para unidades expe-
rimentales en las nubes punto de filas y de columnas,
segun correspondan.

EL EIGENANALISIS EN ESTUDIOS DE
ESTABILIDAD DE REACTORES BIOLOGICOS

En un contexto general, la biotecnologia a través del uso
de microorganismos — por ejemplo, células eucariotas y
procariontes— aprovecha sus capacidades metabolicas
para generar bienes y servicios. El cultivo de los mi-
croorganismos se desarrolla en los llamados bio-
rreactores, reactores bioldgicos o fermentadores. El éxito
del cultivo de algtin microorganismo esta relacionado
con la estabilidad de operacion del reactor, es decir, que
opere en condiciones Optimas de transferencia de materia
y energia. En la practica, para abstraer el bioproceso de
bioconversion en el biorreactor se desarrolla un modelo
matematico; éste puede ser de base fenomenoldgica,
a través de la aplicaciéon de un balance clasico de
materia y/o energia sobre el reactor (Pefia-Caballero
et al. 2012; 2016). En este sentido, disponer de un
modelo que describa el bioproceso es una herramienta
importante para evaluar las propiedades del proceso en
el biorreactor. Una propiedad importante para evaluar
la correcta operacion del biorreactor es su propiedad
de estabilidad; esta propiedad se puede evaluar mate-
maticamente mediante el analisis de los eigenvalores de
la matriz de estado del proceso A.

Porlo general, para este tipo de estudios, lamatriz A
—dela ecuacion [1]— se construye a partir del conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales para n
variables de interés, que modelan el proceso en estudio
mediante la aplicacion de balances clasicos de materia
y energia; es decir, matematicamente resulta que:

d
2% = Fx,w), x(0) = xo, 17
y=gxu)

Donde x € R™! es el vector de variables o variables de estado, que

son el conjunto de variables que describen el sistema de estudio;

Peria-Caballero et al.

x(0) € R™! es el vector de estados iniciales en t = 0; y € R™ es el
vector de variables medibles u observables, y u € R™" es el vector de

variables de entrada o de control.

LINEALIZACION LOCAL ALREDEDOR DE UN
PUNTO DE EQUILIBRIO

Definicion 1 (Equilibrio). Un par (X, u) € R"! x R™! se
llama un punto de equilibrio de [17] si fix, u) = 0. En
este caso, u(t) =u, x(t) =x, y(t) =y == g(x, u), V=0 es una
solucion de la ecuacion [17].

Al linealizar la funcion f(-) en la ecuacion [17] mediante
una serie de expansion de Taylor, truncada para el
término lineal, se obtiene la versidén linealizada del
modelo en la ecuacion [17].

Definicion 2 (Linealizacion local alrededor de un
punto de equilibrio). El sistema lineal de la ecuacion
[17] es:

d

—x =Ax + Bu

dt 18

y=Cx+ Du
Definido por las siguientes matrices jacobianas
evaluadas en el punto de equilibrio (¥, #%)
_fxw o, ofxw) . _ ogxuw) o _ of(xuw)

A= dx B = ou  C= du D= ou
es llamado la linealizacién local de [17] alrededor de

un punto de equilibrio (x, u).

Donde A= [a‘.]]:[ 0,00) - R, B= [bi/.]:[ 0,00) = R, C= [Cz/']:[ 0,00) = R™;
D =[dJ:[ O,0) » R™ x =[x, ][ 0,00) = R™ y = [y, ]:[ 0,0) = R™, y u =
[uij]:[ 0,0) = R™1, son la matriz de estados, matriz de control, matriz
de salida, matriz de transicion de control, vector de estados, vector
de salida y vector de control, respectivamente.

Ahora, en los bioprocesos de conversiéon de
substratos a productos por un microorganismo
confinado en un biorreactor (ecuacién [19]), el analisis
de la propiedad de estabilidad del biorreactor es una
parte importe para propositos de control y calidad
del proceso. En un sentido general, la estabilidad del
biorreactor se puede analizar a través de sus valores
propios o eigenvalores en el sentido de Lyapunov
(Khalil 2002). En este apartado, se evaltia la estabilidad
de un biorreactor sulfato reductor [19] mediante la
técnica de estabilidad puntual del criterio de estabilidad
de Lyapunov.

X
X+S->X+P 19

Donde X,S y P son biomasa, substrato y producto, respectivamente.
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PROCESO SULFATO REDUCTOR

Las bacterias sulfato reductoras son microorganismos
anaerobios que pueden crecer en presencia de
diferentes fuentes de carbono y energia, como
alcoholes, hidrégeno, lactato, entre otras fuentes
(Feio et al. 2004; Kamarisima et al. 2019; Nielsen et
al. 2019; Spring et al. 2019). Desulfovibrio vulagaris y
D. desulfuricans son las bacterias sulfato reductoras
mas ampliamente estudiadas por su capacidad para
remover y oxidar metales pesados (Ayangbenro et
al. 2018; Li et al. 2018; Ravikumar et al. 2018; Serrano
y Leiva 2017) al aplicarlas en procesos de bio-
rremediacion. En afnos recientes, una nueva bacteria
fue aislada e identificada como sulfato-reductora,
D. alaskensis (Feio et al. 2004), la cual ha despertado
interés de la comunidad cientifica e industrial para
su aplicacién al disefio de nuevas tecnologias de bio-
rremediacion de aguas contaminadas con efluentes
industriales. Mas recientemente, Neria-Gonzdalez
et al. (2006) aislaron e identificaron la bacteria D.
alaskensis 6SR, en un ducto para petroleo del sureste
de México. La bacteria presento alta capacidad para
crecer en medio Postgate C modificado (Postgate 1984),
con presencia de altas concentraciones de sulfato y
metales pesados. En este sentido, la D. alaskensis 6SR
se ha empleado en la remocion de metales pesados,
por ejemplo, cadmio (Lépez-Pérez et al. 2013) y cromo
hexavalente (Pena-Caballero et al. 2016), dos de los
contaminantes colocados en la lista de prioridad
por la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), por
su efecto negativo sobre los seres vivos y el medio
ambiente.

Por lo anterior, en esta seccién se considera
un bioproceso de remocién de sulfato en medio
liquido, utilizando como sistema bioldgico Ia
bacteria D. alaskensis 6SR (Neria-Gonzalez et al.
2006). Desulfovibrio alaskensis 6SR es una bacteria es-
trictamente anaerobia, la cual utiliza el sulfato SO,* -,
como aceptor final de electrones, al oxidar al lactato
CH,CHOHCOQO:, de acuerdo con la siguiente reaccion
estequiométrica:

CH,CHOHCOO" + 0.550,* » CHCOO" + 20
CO,+0.5H, S+HO
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En los cultivos de D. alaskensis 6SR, la presencia
de los iones de sulfuro puede ser un factor
limitante del bioproceso, volviéndolo inestable en
el biorreactor, debido a que el sulfuro de hidrogeno
inhibe el crecimiento de la bacteria. Por ejemplo, en
Pefia-Caballero et al. (2016), se propone el modelado
del proceso de D. alaskensis 6SR mediante una cinética
no estructurada tipo Levenspiel, que considera en su
estructura la concentracion del sulfuro de hidrégeno P:

u(S,P) n 2

S [1 P]
Umax _KM+S P

Donde P es la concentracion de sulfuro de hidrogeno en el volumen
de reaccion en el biorreactor; P*es la concentracion de inhibicion
de sulfuro de hidrégeno en un dominio de 500-560 mg/L para
D. alaskensis 6SR a D = 0.01 - 0.025 1/h con lactato como fuente de
carbono, y n es una constante que se relaciona con la inhibicién del
producto (Han y Levenspiel 1988).

La elevada produccion de sulfuro de hidrogeno
H,S en el biorreactor, en ambas fases: liquido y gas,
es decir, en equilibrio termodindmico, ha motivado el
estudio de la dinamica de H,S en las dos fases, para su
aplicacion en la remocion de cromo hexavalente Cr(VI),
a través del disefio de nuevos sistemas de producciéon
de H,S, y su uso para remover Cr(VI) en procesos
controlados (Pefia-Caballero et al. 2016).

DINAMICA DEL PROCESO SULFATO REDUCTOR

La dindmica del proceso sulfato reductor se puede
modelar considerando la estequiometria en la ecuacién
[20] y como se muestra en la cinética de reaccion en
la ecuacioén [21]. En este trabajo, el proceso se modela
considerando tnicamente la concentracion de biomasa
y sulfato (ver reaccion en la ecuacion [20]).

Para propdsitos de andlisis de estabilidad en el
sentido de Lyapunov, se considera un modelo reducido
para D. alaskensis 6SR (Pefia-Caballero et al. 2012).
Brevemente, elmodelo estudiado considera dos variables
de estado: biomasa X [g/L] y substrato S [g/L], con una
cinética de tipo Monod (Monod 1949), considerando
como substrato limitante al sulfato (ver ecuacion [21]).
El proceso opera en modo continuo, es decir, el volumen
de reaccion V [L] se mantiene constante en el tiempo y
en estado estacionario (Figura 2).
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Eigenandlisis aplicado a ciencias agricolas y biotecnologia

Acumulacion de materia

[9 Acumulacién de materia

Salida de materia

Entrada de materia
F(t) F(t)
Se(t) X(t)
s(t)

.,

I Reaccién biolégica
tipo Monod

--------

Figura 2. Biorreactor operando en continuo con una cinética
de crecimiento celular tipo Monod, considerando un
substrato limitante (quimiostato).

La cinética de crecimiento celular de D. alaskensis
£(S) [1/h] y es de tipo Monod
(Monod 1949). La representacién del proceso en

6SR se define como p =

funcion de la ecuacién [17] y la ecuacién [18] son las
ecuaciones [22] y [23], respectivamente.

dx
E—{F—DM b

ds i

a = P —8) —

(25 -G 28
21" afele™s BB

¥
HI lll£-1+lu s =

Donde X y S son las concentraciones de biomasa y substrato en

d Iy _
estado estacionario, es decir, — [){] =0 si D es la tasa de dilucién

dtls
en estado estacionario; Sf es la concentracion de substrato en estado
estacionario en la corriente de alimentacion; Y es el rendimiento
( )

de biomasa a sustrato consumido, y — = () la variacién de la

propiedad (-) en funcion de la variacion del tiempo.

De la ecuacion [23] se deduce que la matriz A() es:

(@—D) uX

A= —
-D—

— 24
X

[
~I=
<=

Como se menciond, la cinética es de tipo Monod
(Monod 1949):

u(s) =

S

- 25
Hmax Ky +5
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En la ecuacion [25], la derivada del modelo cinético de
Monod (Monod 1949) en estado estacionario y es:

= o MmaxKM
S)=———— 26
w(s) K,y +3)2

En la ecuacion [24], se puede demostrar de A que:

det(A) = (i— D) (—5 - g)?> +§(ﬁ)?) 27
trz(A)=(ﬁ—5)—5—§)? 28

Pero en estado estacionario se cumple la siguiente

igualdad: _
(@-D)=0 29

por lo que las ecuaciones [27] y [28] toman la siguiente
forma:

T

%

det(A) = 30

X
trz(A) = —fi — ”7 31

Y, aplicando las definiciones de las ecuaciones [30] y
[31] en la ecuacion [7], se puede demostrar que:

Ay =@ [l/h]y 2, =X [1/h] 32

~ =k

Ahora, para ejemplificar el uso de los valores propios
en la ecuacion [32], para analizar la estabilidad del
biorreactor con la bacteria sulfato reductora, se
considera la operacion del reactor para diferentes
condiciones de operacién en la ecuacion [22]; es decir,
se alcanzan diferentes puntos de equilibrio (X S)
Especificamente, cada estado de equilibrio se obtiene
para diferentes tasas de dilucién D = F/V (ver Figura
2). En el cuadro 6, se presentan cuatro diferentes
valores para D. Para las diferentes tasas de dilucion,
les corresponden diferentes estados de equilibrio de
las variables del proceso X y §, es decir, los estados
estacionarios (ver cuadro 6). En la figura 3 se puede
observar que, para todos los casos, la biomasa y el
substrato alcanzan un nuevo estado de equilibrio,
por lo que sus concentraciones son diferentes. Los ei-
genvalores para cada estado de equilibrio se presentan
en el cuadro 6. Los valores de A1 y A2 permiten decidir
donde no operar el reactor para evitar esta condicion
de operacién. El comportamiento dinamico de los
estados para cada valor de D se muestran en la figura 4
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para las diferentes tasas de dilucion. Los experimentos

numeéricos se desarrollaron considerando los siguientes
gbiomsa

datos: § =57, V=20 1 = 0.035 1/h, K,=0.9
g/L, D = [0-0.025] 1/h. Con las siguientes condiciones
iniciales: X(t,)=0.12 ¢/L y S(t,) = 5 g/L (Pena-Caballero

et al. 2012).

-
[
-

—(1) D=0 1/h
—(2) D=0.01 1/

—(3) D=0.015 1/h
—(4) D=0.020 1/h
—(5) D=0.025 1/h

Concentracion de Biomasa, g/L
f=]

100 200 300 400 500 600
Tiempo, h

Figura 3. Dinamica de la concentracion de biomasa para
diferentes tasas de dilucion.

—(1) D=0 1/h
—(2) D=0.01 1/h

—(3) D=0.015 1/h
—(4) D=0.020 1/h
—(5) D=0.025 1/h

Concentracion de substrato, g/L

0 100 200 300 400 500 800

Tiempo, h
Figura 4. Dinamica de la concentracion de substrato para
diferentes tasas de dilucion.

Cuadro 6. Estados estacionarios y valores propios del modelo
en la ecuacidn [3] para diferentes tasas de dilucion.

DIVh X S A, A,
0.010 1.1603  0.3599 -0.0250 -0.1071
0.015 1.0813  0.6750 -0.0250 -0.0649
0.020 09500 1.2001 -0.0250 -0.0321
0.025 0.6242 25031 -0.0060 -0.0250

Para evaluar el tipo de estabilidad del reactor en cada
punto de equilibro en el cuadro 6, se recurre a la
estabilidad de Lyapunov.

EstaBILIDAD DE LYAPUNOV
Considere el sistema en [17]

Definicion 3 (Estabilidad de Lyapunov). El sistema en la
ecuacion [17] es:
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1. (Marginalmente) estable en el sentido de Lyapunov o
internamente estable si, para cada condicion inicial
x(t)) = x,€ R™, la respuesta del estado homogéneo
es uniformemente acotada.

x(t) = ®(t, to)x,, Vt=0 33

2. Asintéticamente estable (en el sentido de Lyapunov)
si, adicionalmente para cada condicion inicial x(t,)
=x,€ R™, tenemos que x(t) - 0 como t — c°.

3. Exponencialmente estable si, ademas, existe la
constante ¢, A > 0 tal que, para cada condiciéon
inicial x(t)) = x,€ R™!, tenemos

Ix(OIl < cexp(At — to))lIx(e)ll,,  vE=0 34

4. Inestable, sino es marginalmente estable en el
sentido de Lyapunov. Las matrices B(-), C(-) y
D(-) no desempefian un papel en las definiciones

anteriores; solamente importa A(-) porque define
completamente la matriz de transicion de estados ®.

Condiciones de wvalor propio para estabilidad de

Lyapunov. El sistema en la ecuacion [18] es:

1. Marginalmente estable si y sélo si al menos uno de los
eigenvalores de A tiene parte real cero y el resto parte
real negativa.

2. Asintdticamente estable si y solamente si todos los
eigenvalores de A tienen estrictamente parte real
negativa, pero con al menos un valor que tiende a
cero.

3. Exponencialmente estable si y solamente si todos los
eigenvalores de A tienen estrictamente parte real
negativa.

4. Inestable si y solamente si al menos uno de los ei-

genvalores de 4 tiene parte real positiva (Hespanha
2009).
anteriores y los resultados de los valores de los ei-

Entonces, considerando las definiciones
genvalores del cuadro 7, se puede concluir que los
diferentes estados de equilibrio que se alcanzan en
el biorreactor para los diferentes valores de D son
asintoticamente estables. Ademas, los resultados
de estabilidad se reafirman, debido a que el de-
terminante de la matriz A no es cero y para todos los
casos de operacion del biorreactor la matriz A4 es de
rango completo e igual a n, es decir, las filas y las
columnas son linealmente independientes.

Peria-Caballero et al.
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Cuadro 7. Estabilidad en el sentido de Lyapunov para diferentes estados estacionarios para la dinamica del biorreactor en la
ecuacion [30] para diferentes tasas de dilucion.

Estabilidad en el sentido

D [1/H] det(A) rango (A4) A A de Lyapunov
0.010 0.0027 2 -0.0250 -0.1071 asintéticamente estable
0.015 0.0016 2 -0.0250 -0.0649 asintoticamente estable
0.020 8.0349e-04 2 -0.0250 -0.0321 asintéticamente estable
0.025 1.5119e-04 2 -0.0060 -0.0250 asintéticamente estable

Finalmente, de la ecuacién [7] se puede desprender
el cuadro para las diferentes posibilidades de los ei-
genvalores de A, y A,. Se puede precisar que para los
diferentes estados de equilibrio del biorreactor cumplen
que +/trz(A)?* —4-det (A) >0, es decir, A, € R; A, # A
(Cuadro 8).

2

Cuadro 8. Solucidn de [8]: tipos de eigenvalores y la forma
de las soluciones.

Jtrz(A)?2 — 4 - det (A) A; Solucion
>0 Lyd, LER A #A,
=0 Myl LER A =4,
<0 Lya, A €C A =a+bi;A, =a—bi

COMENTARIOS FINALES

Como se puede constatar en esta revision, el ei-
genandlisis es util para diferentes estudios dentro
de las ciencias agricolas y la biotecnologia. No
obstante, cada variante de la aplicacion de esta técnica
matematica lleva a tener diferentes connotaciones e in-
terpretaciones, por lo que debe comprenderse cada uno
de los procesos que se estan llevando a cabo para poder
hacer una interpretacion correcta de los resultados y
no cometer errores de interpretacion por creer que, por
tener el mismo principio, deben ser lo mismo.
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